Algebra Boole’a

Algebra Boole’a nazywamy zbior B, wyrdznione jego podzbiory O i | oraz operacje dwuargumentowe
+; o, ktore dla dowolnych elementow X, Y, Z zbioru B spetniajg nastepujgce aksjomaty:

*X+Y[B; XeY[IB ( domkniecie )
X+Y=Y+X; XeY=Y o X; ( przemiennos¢ )

X o(Y+2Z)=X eY+X Z; X+Y oZ=(X +Y) ¢ (X +2) ( rozdzielnos¢ )
*X+0O=X X e[=X ( element neutralny )
*Dla kazdego X istnieje X' takie ze: X+X'=l; X «X'=0 ( element odwrotny )

Dwuelementowg realizacje algebry Boole’a otrzymujemy dla
B={0,1};
O=0;
I=1;

+: 1+1=1; .. 1
1+0=1; 1
0+1=1,; Oe
0+0=0. 0

X Jezeli X=1, to X'=0
X Jezeli X=0, to X'=1

Cwiczenie
Sprawdz, czy algebra zbiorow jest rowniez algebrg Boole’a. Padaj wszystkie elementy
takiej realizacji.
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Wiasciwosci algebry Boole’a

Zasada dualizmu. Zastepujgc dziatanie ‘' dziataniem ‘+’, a dziatanie '+’ dziatlaniem ‘' oraz stalg | statg
0, a stalg 0 statg | w dowolnej tozsamosci otrzymujemy rowniez tozsamosc.

ldempotentno s$¢

XeX=X X+X=X

tacznosé

(XeY)eZ=X e (Y *2) (X +Y) +Z=X +(Y +2)
Pochfanianie

Xe (X+Y)=X X+(XeY)=X

Prawa de Morgana

o(X+Y)=X"e Y’ (XeY)'=X"+Y’

Prawo podwdjnej negaciji

(X'y=X

W algebrze Boole’a nie obowigzuje zasada skracania !!!
Jezeli A « B=A « C to nie znaczy ze B=C.

Podobnie: Jezeli A + B=A + C to nie znaczy ze B=C
Ale: JezeliA*B=A+Ci A+B=A+CtoB=C

Cwiczenie
1. Udowodnij XeX=X 2. Udowodnij prawa de Morgana.
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Funkcje logiczne

Funkaja logiczng n zmiennych nazywamy funkcje ktora dla kazdego n elementowego wektorowa
elementéw zbioru {1, 0} przyjmuje pojedynczy element zbioru {1,0) lub jest nieokreslona.

f: {1,0}" = {1,0}.

Formuta boolowska nazywamy zapis zbudowany ze zmiennych potgczonych dziataniami +, e,
(negacja).

Formuta boolowska przedstawia funkcje logiczng jezeli dla kolejnych wektorow przyjmujg zgodne
wartosci.

Dla przykiadu: f ( X21 Xl’ XO) = Xl X0’+ X2 X0+ X2 Xl XO’ (pominieto symbol iloczynu pomiedzy zmiennymi)

x
9
x
x
o

Tablicq prawdy nazywany tablice w ktérej kazdemu

wierszowi odpowiada jeden wektor zmiennych wejsciowych

dla ktérego podano odpowiadajgcy mu dziesietny indeks

' o = o —

naturalny oraz warto$¢ wyjsciowg funkcji {0,1,-}

Zbiory numerow wektorow Fo={i | f(i)=0}

Nl o] o] 2] o] N -] of -
=l ~] ] ~] of o] o] ©
=l ] o] o] ~| ] o] ©
=l o] ] o] ~| o] | ©

Fi=(i | f()=1}

F={i]f()=—} Przyktad tablicy prawdy

Cwiczenie
Podac tablice prawdy oraz zbiory F°, F1, F* funkcji f ( X,, X, X,) okreslonej formutg
X, X, X+ Xy X X+ Xy Xy
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Funkcje logiczne — C.D.

Podstawowe funkcje logiczne jednej i dwéch zmiennych

Funkcja NOT f(x)=x'

Funkcja AND f(x,y) =xey

Funkcja OR f(x,y) = x+y

Funkcja NAND (NOT AND) f(x,y) = (X y)

Funkcja NOR (NOT OR) f(x,y) = (xty)’

Funkcja EXOR (SUMA WYLACZAJACA; EXCLUSIVE OR)  f(x,y)=x" ey+x oy’ = x[ly
Cwiczenie

Podac tablice prawdy funkcji NAND, NOR, EXOR

System ( F, O, |, +, ¢) gdzie: F jest zbiorem wszystkich funkcji logicznych, O, | funkcje state zero i jeden
+: operacja logicznej sumy jest okreslona:
JezeliF=F, + Fy to F= { X->F(X)=F, (X) + Fz; (X)}
. operacja logicznego iloczynu jest okreslona:
JezeliF=F, » F;to F={ X->F(X)=F, (X) * F; (X)}
jest algebra Boole'a

Funkcjg w petni okreslong nazywamy funkcje ktora kazdemu mozliwemu wektorowi wejsciowemu
przypisuje okreslony stan. Oznacza to brak kresek w tablicy prawdy oraz F'=[]

Doktadne okres$lenie stanow nie zdefiniowanych dla funkcji nie w petni okreslonych jest wazne w procesie
minimalizacji formut Boolowskich i umozliwia otrzymanie optymalnych rozwigzan praktycznych realizaciji
funkcji.
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Funkcje logiczne — C.D.(2)

Systemy funkcjonalnie petne

System operatorow nazywamy systemem funkcjonalnie petnym jezeli kazda funkcja moze

by¢ przedstawiona za pomocg formuty zbudowanej przy uzyciu tych operatoréw.
Przyktady systemow operatoréw funkcjonalnie petnych:

 {+, * ,negacja}

{+, negacja}

{+ , negacja}

 { NAND}
« {NOR}
Uktadem funkcji nazywamy realizacje ztozong z dwoch lub wiecej funkcji f f -:.c 5 :'? -:-H 3 f
logicznych. A I R
Czesto dla wygody lub z powodéw praktycznych tgczymy tablice prawdy wielu @ 011 |0 10 0
funkcji w jedna tablice prawdy z wieloma zmiennymi wyjéciowymi. A
Takie postepowanie w wielu przypadkach umozliwia réwniez uzyskanie A I
prostszych realizaciji fizycznych. 1 000 |1 0 o 1
1 o o 1 o o a o
1 010 [ X X X X
Przyktad: 1 011 | ¥ ¥ XX
W(A,B,C,D); X(A,B,C,D); Y(A,B,C,D); Z(A,B,C,D) potaczono w jedng tablice R R
prawdy. 1111 |k k% ®
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Dysjunkcyjna postac¢ kanoniczna funkcji

Postaé¢ dysjunkcyjna. (sumy iloczynow, sumy)

Literatem nazywamy zmiennag lub zmienna zanegowana.
Produktem termalnym nazywamy iloczyn dwodch lub wiecej literatow.
Minterm to produkt termalny bez powtarzajgcych sie zmiennych.
Postaé¢ dysjunkcyjna funkcji jest tworzona w nastepujacy sposoéb:

.Kazdy wiersz w tablicy prawdy dla ktérego funkcja przyjmuje warto$¢ 1
tworzy produkt termalny w ktérym zmienne przyjmujgce wartos¢ 1 sg
wpisywane w sposob prosty, a zmienne przyjmujgce wartos¢ O w
Sposob zanegowany. Tak tworzone mintermy sq sumowane tworzgc
kanoniczng postac dysjunkcyjng dla funkcji.”

Mintermy utworzone dla poszczegolnych wektoréw z tablicy prawdy
oznaczamy m; gdzie i jest indeksem wektora w tablicy

minitermy

P P B P O O o o] »

P B O O Fr F» O o] W

r O P O rr O + o O

mO0=A'B'C’
m1l=A'B'C
m2=A'BC’
m3=A'BC
m4=AB’'C’
m5=AB’'C’
m6=ABC’
m7=ABC

Cwiczenie

Obliczy¢ warto$¢ poszczegolnych wektorow argumentow dla wszystkich mintermow funkcji

dwuargumentowej.
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Koniunkcyjna posta¢ kanoniczna funkcji

Posta¢ koniunkcyjna. (iloczynu sum, iloczynu)

Literatem nazywamy zmienng lub zmienng zanegowana.

Sumag termalng nazywamy sume dwdch lub wiecej literatow.
Maxterm to suma termalna bez powtarzajgcych sie zmiennych.
Posta¢ koniunkcyjna funkciji jest tworzona w nastepujacy sposob:

.Kazdy wiersz w tablicy prawdy dla ktérego funkcja przyjmuje warto$¢
0 tworzy maxterm w ktérym zmienne przyjmujgce warto$¢ 0 sg
wpisywane w sposob prosty, a zmienne przyjmujgce wartos¢ 1 w
spos6b zanegowany. Tak tworzone maxtermy sq mnozone tworzgc
kanoniczng postac koniunkcyjng dla funkciji.”

Maxtermy utworzone dla poszczegolnych wektorow z tablicy prawdy
oznaczamy M, gdzie i jest indeksem wektora w tablicy

maxtermy

P B B P O O O o] »

P B O O B F» O o]

r O + O +r O +r o] O

MO0=A+B+C

M1l= A+B+C’
M2= A+B’'+C
m3= A+B’'+C’
M4= A’+B+C
M5= A'+B+C’
M6= A'+B’'+C
M7= A'+B’'+C’

Cwiczenie

Obliczy¢ warto$¢ poszczegolnych wektorow argumentow dla wszystkich maxterméw

funkcji dwuargumentowe,.
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Postacie kanoniczne funkcji - przyktad

Rl | | | O] O] O] Of X
Rl k| O] O] rr| k| o Of <
| o] r| o] r|] O k| O] N
| | | | | O of Oof =
o| o]l o| o o] r| | ]

~N| o g M| W] N | Of —

Postac¢ kanoniczna dysjunkcyjna (sumy)funkc;ji f. Wyznaczamy F={3,4,5,6,7}
f(X,Y,Z)=m3+m4+m5+m6+m7 (zapis skrécony)
f(X,Y,2)=X'YZ+XY'Z'+XY'Z+XYZ'+ XYZ (zapis peiny)

Postac kanoniczna koniunkcyjna (iloczynu) funkcji f. Wyznaczamy F°={0,1,2}
f(X,Y,Z2)=MOsM1eM2=(X+Y+Z) ¢ (X+Y+Z') ¢(X+Y'+2)

Posta¢ kanoniczna dysjunkcyjna funkcji f'. Wyznaczamy (F’)! ={0,1,2}
f(X,Y,2)=m0+m1+m2=(X'Y'Z") +(X'Y'Z) +(X'YZ’)

Postac¢ kanoniczna koniunkcyjna funkcji f Wyznaczamy (F’)°={3,4,5,6,7}

f (X,Y,2)=M3+M4+M5+M6+M7=(X+Y'+Z)e(X'+Y+Z) o(X'YZ') o(X'+Y'+Z) ¢( X'+Y'+Z’)

Cwiczenie

1. Korzystajgc z praw de Morgana przeksztaici¢ posta¢ kanoniczng sumy funkcji f na postac
kanoniczng iloczynu funkciji f'.

2. 1. Korzystajac z praw de Morgana przeksztatci¢ postac¢ kanoniczng iloczynu funkcji f na
postac kanoniczng sumy funkcji f'.
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Postacie kanoniczne — przykitad C.D.

Postaé kanoniczna wytworzona w ten sposob nie jest najprostszg z mozliwych postaci w
sensie minimalnej ilosci literatdéw czy termow.

Minimalna postac dysjunkcyjna funkcji f:
f=X'YZAXY' Z'+XY' Z+XYZ' + XYZ= X'YZ+X(Y'Z'+Y'Z+AYZ'+YZ)= X'YZ+Xo(Zo(Y+Y)+Z' o(Y+Y"))=
X'YZ+Xe(Zo1+Z' ¢1)= X'YZ+Xe(Z+Z")= X'YZ+X

Minimalna postac¢ koniunkcyjna funkgciji f:
f=(X+Y+Z) o(X+Y+Z") o(X+Y’+Z)=ROZDZIELNOSC= ((X+Y) +(Z *Z°)) «(X+Y'+Z)=( X+Y) «(X+Y'+2)

Aby otrzymac koniunkcyjng postac¢ kanoniczng mozna zastosowac prawa de Morgana do postaci
dysjunkcyjnej f'. | odwrotnie.

Aby uzyska¢ minimalng posta¢ koniunkcyjng f stosujemy prawa de Morgana do minimalnej postaci
dysjunkcyjnej f'. | odwrotnie.

Minimalna postac¢ koniunkcyjna funkcji f *:

f'=(f)= ( X'YZ+X )'=(X'YZ) * X'=(X+(YZ)') e X'=(X+Y'+Z") X’
Minimalna postac dysjunkcyjna funkcji f ’:

f'=(f)=( ( X+Y) ¢(X+Y'+2) )’ =( ( X+Y) + (X+Y'+Z2) )=X'Y'+X'YZ’
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Postac¢ kanoniczna sumy wytaczajgce]

Postac¢ kanoniczna sumy wytgczajgcej ( EXOR ) funkcji przyjmuje postac:

f(X1, X5 Xgseees Xn) = Bo B 1% [B X5 [B 3Xy% 0. B N_gxy%, X,
gdzie wspétczynniki B, B, B, . By =1{0,1} w zaleznosci czy dany term istnieje czy nie.

Cwiczenie
Przedstaw w postaci kanonicznej sumy wytaczajacej funkcje f(x,,x,): FO={0}
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Postac kanoniczna sumy wytaczajacej C.D.

Przyktad. Funkcja trzech zmiennych.

f(Xl’ X2’ X3)= BO EB 1X1 EB 2X2 EB 3X1X2 EB 4X3 EB 5X1X3 EB 6X2X3 EB 7X1X2X3

f(0,0,0)= 3,

f(1,0,0)= B,[B , =>
f(0,1,0)= B,[B , =>
f(0,0,1)=B,B , =>
f(1,1,0)= BOEB 1|:IB 2|:B 3 =>
f(1,0,1)=B, LB B ,[B s =>
f(0,1,1)=B, LB ,B ,[B =>

f(1,1,1)= BB B LB 3B LB BB, =>

B, =1(1,00) B ,

B,=1(0,1.0) B ,

B,=1(0,0,1) B,

B,=1(1,1,0) [P ([P ,[B ,

Bs=1(1,0,1) [P ([P ,[B ,

Be=1(0,1,1) [P ([P LB ,

B,=f(1,1,1) B (B ;B [P ;B ,IB [P

Pamietajgc ze: x I x=0 i x J 0 = x podstawiamy i otrzymujemy

f(A,B,C)= f(0,0,0) O [f(0,0,0) O f(1,0,0)] x, 0 [f(0,0,0) T f(0,1,0)] x, 0 [f(0,0,0) 0 f(0,0,1)] X, [
0 [f(0,0,0) O f(1,0,0) 0 £(0,1,0) 0 f(1,1,0) | X, X, [
0 [f(0,0,0) O f(1,0,0) 0 £(0,0,1) 0 £(1,0,1)] X, X, O
0 [f(0,0,0) 0 £(0,1,0) 0 £(0,0,1) 0 f(0,1,1)] ] X, X, O
0 [f(0,0,0) O f(1,0,0) O f(0,1,0) O £(0,0,1) O (1,1,0) O f(1,0,1) O f(0,1,1) T f(1,1,1) ] X, X, X,
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